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Hemos podido experimentar, en las anteriores lecciones, la versatilidad de la definicion de ca-
tegorfa. El funtor resultd, en todo caso, una “aplicacién de flechas”, haciendo que cada flecha
de una categoria tenga una correspondiente flecha en otra categoria. Curiosamente, es posible
hablar de una “aplicacién de funtores”, esto es, una manera de relacionar dos funtores entre si.
Aunque el asunto parece abrumador, por aumentar un nivel més de generalidad o abstraccién,
en realidad este concepto es sumamente 1til y necesario.

Definiciéon. Dados dos funtores F,G : of — A, entonces una transformacion natural es
una familia de flechas en B

ay: F(A) — G(A),

donde A corre por todo ob(&) y ademds, para toda flecha f: A — A’ se cumple que el siguiente
diagrama es conmutativo

F(a) — P F(A)

A Q pr

G(4) —z77— G(A)

Diremos que a4 son los componentes de la transformacién natural «. Ademés, llamaremos
al anterior diagrama conmutativo como diagrama natural entre los dos funtores. También es
usual expresar a la transformacién natural por medio del siguiente dibujo

o de forma mas concisa, para resaltar que estamos hablando de una transformacion natural y
no de un funtor, escribimos

a: F— G.

Ejemplo 11.4.

= Para todo funtor F : of — B, existe una transformacion identidad 1p : F — F definida
en cada como componente como (1p)a := 1p(a)-

= Consideremos un grupo G visto como categoria, y dos funtores S, T : G — Set; ya hemos
visto que corresponden a conjuntos S,T en donde G actia por la izquierda. Entonces,



una transformacion natural o : S — T representa lo que se conoce como aplicacion G-
equivariante. El lector puede verificar que, si el diagrama natural conmuta, entonces

alg-s)=g-a(s)
para todo ge G y s€ S.

s Sea n € NT. Consideremos dos funtores M,, U : CRing — Mon, donde M, es el funtor
tal que, para un anillo conmutativo R se le asigna M, (R), el monoide de las matrices
n X n con componentes en R; para un homomorfismo de anillo f : R — R, se define
M, (f) simplemente aplicando f en cada componente de la matriz. U es en cambio, el
funtor olvidadizo que, a cada anillo (R, +,-) le asigna solamente su estructura de monoide

(R7')'

Ahora, definimos una transformacion natural det : M, — U de la siguiente manera. Cada
componente detr : My (R) — U(R) es la funcion que, a una matriz A € My(R) le asigna
su determinante detg(A); el cual es definido de la manera usual, como se hace en R ,pero
ahora usando las operaciones de R. Al igual que en el caso real, también se tiene que

detr(AB) = detr(A) - detr(B) y detr(Il,) =1.

Esto nos dice que detr es un homomorfismo de monoide. La comprobacion de que el
diagrama natural conmuta se deja como ejercicio.

Como se muestra en el ejercicio resuelto 9, al final de la leccién, para cada par de transformaciones
naturaleso : R —> Sy 7:S — T, donde R, S, T son funtores &/ — %, existe una transformacién
natural

To:RST.

Con la operacion - entre transformaciones naturales, llamada composicién vertical, se define
una categoria [/, %] (tambien escrita alternativamente como %) que tiene como objetos a los
funtores &/ — £ y que tiene como flechas a las transformaciones naturales entre estos funtores.

Ejemplo 11.5. Si es que 2 denota a la categoria discreta con 2 elementos, entonces cada
funtor F : 2 — A representa un par de objetos de B. En cambio, una transformacion natural
a: F = G representa un par de flechas. Esto hace que tengamos un claro isomorfismo B x B =
[2, B] = $2, justificando, un poco, la notacion alternativa.

Ejemplo 11.6. Como se habia prometido en la anterior leccion, veremos que todo limite es
esencialmente unico. Esto se lo logra viendo que todo limite es un morfismo universal para una
categoria adecuada. La categoria de funtores nos da el contexto mecesario.

Sea D : I — of un diagrama con forma I para el que asumimos eziste su limite. Consideramos
la categoria de funtores I, /], compuesta por todos los funtores I — &/ y las transformaciones
naturales entre ellos. La misma se puede pensar como la categoria de todos los diagramas con
forma I.

Adicionalmente, consideramos un funtor, llamado funtor diagonal
Ao - [1,],

tal que a cada A € ob(&) se le asigna un funtor constante A(A) : [ — 7, con A(A)(i) = A
para todo i € I. Ademds, cada flecha f : A — A’ corresponde con un A(f) : A(A) > A(A)

transformacion natural, definida en cada componente i € I como A(f); = f.



Ahora, para el diagrama D, que es elemento de [I, <], se tiene que un morfismo universal de
A a D es exactamente su limite. Para ver esto, notemos que tal morfismo universal consta de
una dupla

(L,p: A(L) > D),
donde L € o/ y p es una flecha en [I, 47|, es decir, una transformacion natural. Ademds, para
todo otra transformacién natural f : A(A) — D, se tiene que existe una unica flecha f: A — L
en o, tal que

D «—2 — A(L)

conmuta, por la definicion de morfismo universal.
Sin embargo, la transformacion natural p es, en cada componente i € ob(I), igual a
pi : L — D(i),

pues A(L)(i) = L; ademds L junto con las flechas p; forman un cono en D, gracias a la
conmutatividad del diagrama natural de la transformacion p. De igual manera, la transformacion
natural f no es otra cosa que un cono en D, dado por A junto con las componentes f;. Asi, L
es el objeto limite de D, p; las respectivas proyecciones; la conmutatividad requerida se deriva
del diagrama anterior.

De esta manera tenemos de forma directa, por el teorema 11.2, que:

Teorema 11.7. Los limites en un categoria son esencialmente unicos.

12. Isomorfismos naturales

Usualmente en matematica, es demasiado exigente demostrar o buscar que dos objetos de estudio
sean iguales, nos basta con que sean isomorfos en algin sentido.

Por consiguiente, es importante caracterizar y entender esta relacién en el caso de dos funtores.

Definicion. Si F, G : of — 9B son funtores, entonces se dird que son tsomorfos natural-
mente si es que F' y G son isomorfos en la categoria [ </, B].

Observacién 35. La razon por la cual se dice isomorfos naturalmente, en lugar de solo iso-
morfos, es para recalcar que la definicion es equivalente, no solo a que F(A) =~ G(A) para todo
A € ob(&), sino que ademds los isomorfismos ag : F(A) — G(A) hacen que el diagrama natural
conmute.

Esto es comun escribirlo como:

F(A) = G(A) naturalmente.
Ejemplo 12.1. Sea F Vecty, la subcategoria plena de Vecty, cuyos objetos son todos los espacios
vectoriales de dimension finita. Recordemos que ya se ha definido un funtor contravariante

(—)* : Vect, — Vecty,



que envia un espacio vectorial a su dual, por tanto su restriccion a Vecty también es un funtor
contravariante. Prosiguiendo, definimos el funtor (—)** que envia al doble dual de un espa-
cio vectorial, simplemente componiendo (—)* consigo mismo. Es sencillo ver que es un funtor
covariante.

Queremos probar que los funtores 1lyeet, y (—)** son isomorfos naturalmente o, lo que es lo
mismo, que para cada espacio vectorial V, se tiene que

V >~ V*  naturalmente.

En efecto, construimos nuestra transformacion natural o : 1pyeet, — (—)** definiéndola, en
cada componente, como la funcion

oy V- VF

que envia v a una aplicacion v** € V**  la cual cumple que para cada h € V* se verifica
<U**, h>v**’v* = U**(h) = h(U) = <h,1)>v*7v.

Justamente, el teorema de representacion de Riesz mos dice que estas funciones o, son iso-
morfismos. Basta ahora demostrar la conmutatividad del diagrama natural, que se deja como
ejercicio.

El resultado anterior estd muy ligado con el hecho de que, en la construccién del doble dual, no
se hacen “elecciones arbitrarias” y, por ejemplo, en cursos de algebra lineal no es necesario espe-
cificar un base de V' para encontrar una base V** y demostrar que son de la misma dimension,
cosa que no es posible con la construccién de una base de V*.

De hecho, también se tiene que V =~ V* pero, es claro por la definicion expuesta, que no
es posible que tal isomorfismo sea natural. Aqui la teoria de categorias nos ayuda a justificar
nuestras intuiciones, en este caso de que V** es isomorfa a V', pero de forma natural o “canénica”.

13. Equivalencia de categorias

Otro aspecto importante de las transformaciones naturales es que nos dan la nocién correcta en
Cat para considerar a dos categorias como similares, en lugar de usar isomorfismos de categorias.

Definicion. Una categoria o/ se dice equivalente a una categoria B, y se escribe o ~ B, si
es que existen dos funtores F: of — B, G : B — o tales que

GF =1y, en |o,d],
FG=1yg en [AB, A

Al funtor F (y también a G) se lo llama una equivalencia de categorias. A G se le dice el
pseudo-inverso de F.

lle

Observaciéon 36. FEsta condicion es mds débil que of =~ B en Cat, que es equivalente a la
existencia de funtores F' y G tal que GF = 1, y FG = 1g. Sin embargo, rara vez esto se
cumple.

El ejercicio resuelto 10 es un criterio til, siempre que se asuma el axioma de eleccién y se
trabaje como lo hemos hecho siempre con categorias pequefias, para verificar que un funtor es
equivalencia, sin tener que encontrar explicitamente un pseudo-inverso.

Usando el mismo ejercicio, es facil probar el siguiente resultado.



Lema 13.1. Sea F : &/ — % un funtor pleno y fiel, entonces o/ es equivalente a una
subcategoria plena o', de B, donde los objetos de /' son de la forma F(A) con A objeto
de of .

Demostracién. </’ es un categoria plena de 7. Para ver esto lo inico que debemos verificar es
que la composicion esté bien definida.

Si tenemos f: X ->Y,g9:Y — Z con f,g € Hom(«/') entonces, por definicién, sabemos que
existen [/ : X' > C1,9:Ch—>Z' con F(f')=f, F(¢)=9,F(X')=X, F(C}) =F(C)) =Y.
Ahora, como F' es pleno, para la flecha 1y € HomF(C7,C}) existe un i : C] — C} tal que
F(i) = 1y. Eso significa que F(¢'if") = gf, por lo tanto la composicién estd bien definida. Es
una categoria plena porque F' es pleno.

La conclusién se deriva usando el ejercicio resuelto 10, con el funtor F’ : &/ — /', dado por
F'(A) = F(A); este funtor es pleno, fiel y sobreyectivo en objetos, lo cual es mas que suficiente,
pues solo se necesita que sea esencialmente sobreyectivo en objetos. O

Ejemplo 13.1. En cualquier categoria <7, la relacion de isomorfismo = entre objetos es una
relacion de equivalencia.

Consecuentemente, podemos partir al conjunto ob(</) por esta relacion. Ahora, asumiendo el
azioma de eleccion, podemos tomar un elemento de cada clase; eso define una categoria <f | =,
en donde los objetos son los objetos elegidos o los representantes de cada clase de equivalencia,
y se declara para par de objetos A, B que

Homﬂ/z (A, B) = HOm_Q{(A, B)

De esta manera, por construccion, es un subcategoria plena de <7 .

En general, entenderemos por un esqueleto de o/ como una subcategoria plena tal que su funtor
inclusion es esencialmente sobreyectivo y ademds ningun objeto es isomorfo a otro.

Es asi que hemos probado (de nuevo asumiendo el axioma de eleccion y trabajando en categorias
pequenias), que toda categoria tiene al menos un esqueleto, ya que <7/ =~ cumple con la definicidn.
El lector puede comprobar que todos los esqueletos de una categoria son isomorfos entre si.

Adicionalmente, se tiene que A/ =~ (y por tanto, todos los otros esqueletos) es equivalente a
A (aunque es claro que en general no tiene por que ser isomorfo). Basta considerar el funtor
inclusion o | ~— o y usar el lema anterior.

o o) =
g
4~ g A
\1/
f !
h
C D C
r\_l/
—

Un esqueleto de una categoria.



Las equivalencias también nos permiten justificar algunas cuestiones que se han mencionado.

Ejemplo 13.2. Consideramos €, la subcategoria plena de Cat, compuesta por todo las cate-
gorias con un solo objeto; entonces se tiene que

% ~ Mon,

lo cual era lo expresado cuando se decia que todo monoide se puede ver como una categoria de
un solo elemento.

En efecto, notemos que un objeto A en cualquier categoria cumple que Hom(A, A) es un monoide
bajo de la operacion composicion.

Ast, definimos F : € — Momn que asigna a un objeto C' al monoide Hom(C, C) y para una flecha
f:C — ', que es en realidad un transformacion natural en Cat, le asigna una flecha

F(f) : Hom(C,C) — Hom(C", ("),
con F(f)g = f(g9) € Hom(C") = Hom(C’,C"). La 4ltima igualdad se satisface porque la categoria
solo tiene un objeto.

Se verifica que este funtor es fiel, pleno y esencialmente sobreyectivo en objetos. Por tanto, es
una equivalencia.

De manera similar, Grp y Ring son equivalentes a subcategorias de Cat que consisten de
categorias con un solo elemento y algunas propiedades impuestas en sus respectivas flechas.

Ejemplo 13.3. Consideramos Ordy;,, la categoria de los nimeros ordinales finitos, en el sen-
tido de Von Neumann. Esto es, los objetos son 0,1,2,... donde 0 = &, 1 = & v {I} y, por
induccion, n = (n — 1) u {n — 1}, es decir

n=1{0,1,...,n— 1},

las flechas serdn todas las funciones entre estos conjuntos.

Prosiguiendo, consideramos la subcategoria plena de Set que tiene como objetos a los conjuntos
finitos; lo llamamos Sety;,, entonces se tiene que

Set i, ~ Ord ).
En efecto, para todo conjunto finito A, le corresponde un unico ordinal finito |A| que es su
cardinalidad o numero de elementos.

Mads atn, si en cada conjunto A enumeramos a sus elementos, por ejemplo poniendo A =
{zo,...xn_1}, con n = |A|, entonces existen isomorfismos

ig:A— A,

conia(x;)=jparaj=0,...,n—1.
Tenemos el funtor
F Setfm — Ordfm,

con F(A) = |A| para todo objeto y para toda flecha f : A — B le asignamos F(f) : |A| — |B|
definida por
F(f)=ipofo(ia)™"



Es fdcil comprobar que esto define un funtor, mds aun es fiel y pleno, porque si tenemos
F(f) = F(g) € Hom(|Al,|B]),

entonces se tiene que
ipo fo (Z'A)_l ={igogo (iA)_l,

luego f = g € Hom(A, B). Es pleno porque si tenemos f € Hom(|A|,|B|), entonces podemos
tomar h € Hom(A, B) tal que h(x;) = x4y para j =0,...,n —1 y A = {xo,...,2n1}; luego
F(h)=f.

Finalmente, es esencialmente sobreyectivo porque para cada ordinal finito n, existe al menos un
conjunto A tal que |A| = n. Esto prueba entonces que tenemos una equivalencia.

De manera alternativa, podiamos haber probado lo anterior, demostrando que la categoria Sety;,
tiene como un esqueleto a Ordy;y,.

Sin embargo, notamos que no podemos tener que ambas categorias son isomorfas pues nuestro
funtor F' no tiene inverso, porque para una cardinalidad n existen infinitos A con |A| = n, y
para que un funtor tenga inverso, necesita ser biyectivo en objetos.

Ejemplo 13.4. Consideramos un conjunto I wvisto como categoria discreta, y la categoria de
funtores Set!. Entonces la misma puede verse como una categoria, que tiene conjuntos indexados
por I, como objetos.

Para probar esto, observemos que los funtores A : I — Set determinan una unica familia (A;)ier,
con (Aj) = A(j) para todo j € I. Notemos que no hay flechas en la categoria I que no sean la
identidad, por lo tanto los elementos A; son todos los objetos que determina el funtor A.

De manera similar, una transformacion natural f : A — B entre dos funtores no es mds que
una familia de funciones

(fz’)ieb
donde fj: Aj — Bj.

Ahora, se tiene que
Set! ~ Set/I.

Para probarlo, definimos
F: Set! — Set/I,

G : Set! — Set/I,

en objetos, como
F(A) = F((Ai)ier) = ma,

donde ma : | J;c; Ai — 1, tal que a cada () se le asigna su indice j € I. Para una flecha f, 7y
se define de forma andloga.

Ahora, para el otro funtor escribimos
G() = (71 (@))ier,

para todo | : X — I € Set/I.

Se deja al lector verificar que GoF = 1g, y FoG = 1g.41 aunque, como en el ejemplo anterior,
no cumplen con ser funtores inversos.



Definicion. Si &/°P ~ B diremos que </ es dualmente equivalente a B o, de forma mds breve,
que < es dual a AB.

Ejemplo 13.5. Algunos ejemplos mds que daremos a contiuacion, no los demostraremos y
resultan casos importantes de equivalencias o dualidades. Las demostraciones, en general, son
teoremas vistos en cursos estandar de matemdtica universitaria, y que pueden ser recogidos todos
en este contexto.

= Figjando un campo k, se sabe que Maty, la categoria de matrices con coeficientes en k, es

14.

equivalente a Vectgm la categoria de espacios vectoriales de dimension finita.

Este resultado es el que nos permite identificar, en dlgebra lineal, cada aplicacion lineal
con una matriz, y viceversa, aunque tal representacion no es unica y depende de una base.

Dualidad de Gelfand-Naimark: La categoria de C*-dlgebras conmutativas unitarias es dual
a la categoria de espacios de Haussford compactos.

Este resultado es de especial interés, ya que trae consecuencias para el andlisis matemdtico.
En particular, implica el teorema del cdlculo funcional continuo, el cual permite aplicar
funciones continuas a operadores lineales normales acotados, en espacios de Hilbert.

Dualidad de Pontryagin: La categoria de grupos topolégicos localmente compactos y abe-
lianos es dual a si misma.

La dualidad de Pontryagin ayuda a definir la transformada de Fourier y la operacion de
convolucion, no solo en R™, sino en todos los grupos topoldgicos localmente compactos y
abelianos.

2-categorias

Hemos observado que, entre dos transformaciones naturales o ue tienen el mismo dominio
)
y codominio, existe una operaciéon “vertical” que produce una transformaciéon natural « - 5.

Sin embargo (véase ejercicio resuelto 9), se tiene que existe otra operacién o tal que si 7,7’ son
transformaciones naturales, dispuestas de la siguiente formas:

S S’

entonces existe una composicién horizontal

Tor: 808 —ToT.

Maés atn, se cumple una “ley de intercambio”

(7" 0Yo(r-0)=(7o7) (0 00).

para todas las transformaciones naturales o : R > S, o/ : R' — 5.

Es asi como Cat es el prototipo para un tipo de categoria, con estructura mas rica, con més de
un tipo de objeto, flecha y con al menos dos formas de composicién. Siendo mas especificos:



Definicion. Una categoria doble es una categoria </ que, adicionalmente, posee una clase
2Hom (/) de 2—morfismos. Estos 2—morfismos tienen definido un dominio y un codominio

en Hom (7).

Ademds, para cada par de objetos A, B existe una categoria 2Hom(A, B) que tienen como objetos
a todas las flechas f € Hom (A, B), y como flechas tendrd a los 2-morfismos.

Notamos F : f — g para referirnos a un 2-morfismo con dominio f y codominio g. La operacidn
en todas estas categorias 2Hom(A, B) se llamard composicion vertical y se notard por el simbolo

“ o

Adicionalmente, se satisface que
» Para cada tripleta de objetos A, B, C existe un bifuntor
o: (2Hom(B,(C)) x (2Hom(A, B)) — (2Hom(A4, C)),

al que conocemos como composicion horizontal y a la imagen de dos 2-morfismos, la no-
tamos por go f.

= Se cumple la siguiente igualdad, llamada ley de intercambio
(r"-0Yo(r-0)=(7"0o7) (0 00).
Finalmente, una 2— categoria es una categoria doble tal que las 2-flechas identidades para la
operacion -, lo son también para la operacion o; esto quiere decir que, si
lp-G=G- 15 =G,
conly: f— f, fe Hom(A, B) y para todo G : f — f, entonces también se debe tener que
lfoG=Goly=G.
Ejemplo 14.1. Como ejemplo inmediato, tenemos que Cat es un categoria doble, en donde los
2-morfismos son las transformaciones naturales, armadas de las operaciones -, o ya definidas.

Por otro lado, el lector puede probar que las identidades se preservan, de tal manera que Cat es
una 2— categoria.

Una aplicacién de estos conceptos lo veremos en la siguiente leccién.

Ejercicio resuelto 7

Si By C son grupos (vistos como categorias de un solo objeto) y S,T : B — C homomorfismos
de grupo (vistos como funtores), muestre que existe una transformacién natural av: S — T siy
solo si existe un h € C tal que T'g = hS(g)h~! para todo g € B.

Demostracién. Supongamos que existe una transformacién natural « : S — T. Dado que B,
como categoria, tiene un solo elemento esto significa que existe una flecha h : F(eg) — F(ep),
donde ep es este Unico elemento y tal que para cada flecha g : e — ep se cumple que

S(ep) & S(ep)

T(ep) W T(ep)



conmuta. Pero entonces T'(g) = hS(g)h~! para toda flecha g : eg — ep, pero como las flechas de
los grupos vistos como categorias son en realidad los elementos del grupo obtenemos lo requerido
vaqueasi he Cyge B.

La otra direccién es andloga donde hacemos que h € C sea la tnica funcién h; F(eg) — F(ep)
que represente a la transformacion natural «, que estard bien definida porque el diagrama
correspondiente también conmutara. ]

Ejercicio resuelto 8

Si € es un categoria y & es un preorden visto como categoria, entonces para dos funtores
S, T : ¢ — & existe una transformacion natural o : S — T si y solo si S(¢) < T'(c¢) para todo

c € ob(%).

Demostracién. Suponemos primero que existe una transformacién natural o : § — T, esto es
una familia de flechas

{ac:5(¢) = T(¢)}eeob(#);

tal que para cada f: c — el siguiente diagrama en & conmuta

Qe (o]

Ahora, como & es un preorden, entonces existe una flecha f : a — b si y solo si a < b. Por
lo tanto, la existencia de las flechas a. implica que S(c) < T'(¢), y la condicién del diagrama
conmutativo es trivial.

Ahora, para el converso supongamos que S(c¢) < T'(¢) para todo ¢ € ob(%), entonces por lo dicho
antes esto es equivalente a que existan flechas a. : S(¢) — T'(¢) que definen una transformacién
natural o : S — T, porque el diagrama requerido conmuta pues en un preorden existe a lo mas
una flecha entre cada par de objetos (son categorias delgadas).

O]

Ejercicio resuelto 9

El siguiente ejercicio nos introducira a las 2—categorias, realizamos los siguiente pasos:

(1) Sean R,S,T : € — % funtores y sean 0 : R — S, 7 : S — T transformaciones naturales,
muestre que existe una transformacién natural

7-0:R—T,

construida de manera “natural”.

(2) Defina B¢ = [¢, %] como la categoria que tiene como objetos a los funtores T : € — £ y
como flechas a las transformaciones naturales armadas de la operacién composicién descrita
en (1). Ejemplo: Si K es un anillo conmutativo y G es un grupo entonces (Modg)% es la
categoria de las K —representaciones sobre G.



(3) Dado el siguiente diagrama

donde 7: S > T, 7/ : S - T’ son transformaciones naturales. Defina una transformacién
natural
7or:8 08 —ToT,

de manera que se verifique la igualdad
(" d")o(r-0)=(1"oT) (0 00),
para todas las transformaciones naturales o : R > S, o' : ' — 5.

Demostracion.

(1) Escribimos a las transformaciones naturales como
o ={oc: R(c) = S(c)}c cob(#)

T = {Tc : S(C) - T(C)}c €ob(%)-

Ahora, correspondientemente, por la definicién de transformacién natural tenemos que,
para cada f : ¢ — ¢ € Hom(%), los siguientes diagramas conmutan

R(e) — ), R(e) S(e) —Y 1, 5(e)
/ /

Te Oc Tl Ot

donde 7. - 0. es la composicion de flechas, por lo tanto la familia de flechas
7.0 ={1.-0.: R(c) > T(¢)}ceobw
define una transformacién natural.

LL'77

(2) Por lo hecho en el anterior numeral, tenemos la operacién para todos los funtores
€ — A, entre dos categorias. Estos funtores, definen una categoria [¢’, %], con la operacién



“.” ya que es sencillo ver que 1g es la flecha identidad para esta operacion, para todo F
en [¢, #]. De manera similar, se tiene la asociatividad requerida.

Explorando un poco mas el ejemplo, como se estudié en las primeras lecciones, un funtor
F : G - Modg cualquiera, donde G es un grupo visto como categoria de un solo elemento
e, es una K —representacion sobre GG. Aqui G es representado por el K —moddulo definido
por F'(e).

Definimos, para las transformaciones naturales o y ¢/, su composicién horizontal, dada
por la familia de flechas

ot ={d.:5'(S(c)) = T'(T(c))}. €ob(%)>

donde la flecha d. se construye de la siguiente manera:

Como tenemos la transformacion natural
7' = {15 : 5'(b) = T'(0)}y con ()

entonces para todo f : b — ' flecha de &

conmuta. Ahora en particular en lo anterior podemos tomar b = S(c), ¥ = T(c) con
ceob(®)y f = 7. De tal forma que podemos definir

de =T'(7e) 7§y = () * S (Te) (2)

y escribimos 7/ o 7. := d.. Ahora, para que 7’ o T sea una transformacién natural, se tiene
que cumplir que para todo f : ¢ — ¢, el diagrama siguiente conmuta

S'(S(e)) U, gr(s(ey)

/ !
TloTe TOTe!

7(1(c)) D, 1))

En efecto, esto se cumple pues para cada f : ¢ — ¢ los siguientes diagramas si conmutan

§'(1(c)) I grp(ey) 5'(8(c)) B, gr(s(ery)
T’.%(C) T’}(c’) S/(TC) S/(Tc/)
7(7(c)) —LI, (7)) §'(1(c)) ST, gr((ery)

(3) (4)



(3) conmuta usando (1) y en cambio (4) lo hace porque es la imagen a través del funtor S’
de un diagrama conmutativo. Luego, juntando ambos diagramas y usando (2) obtenemos
lo requerido.

Ahora, como hemos obtenido que 7’ o T es una transformacién natural debemos finalmente
probar que para todo ¢ € ob(%) se obtiene la igualdad

(1e-00) 0 (1e - 0c) = (1. 07c) - (07 0 T¢).
En efecto, primero notemos que
(re-00) o (1e-0c) =(T'(7-0)e) - (" o) (o))
=T"(1e) - T'(0¢) * TR(e) " OR(e)-

Por otro lado,

(reo7e) - (0 00c) = (T"(0c) - T5(0)) - (5 (0¢) - Oc))-
Por tanto, tendremos la igualdad de ambas expresiones si es que Té( oS "(0c) =T'(0¢) 'TII%( &)’
lo cual se verifica usando (1) con b = R(c), b’ = S(c) y f = o..

O]

Ejercicio resuelto 10

Un funtor F' : & — A es una equivalencia si y solo si es fiel, pleno y esencialmente sobreyectivo
en objetos (asumir el axioma de eleccion).

Demostracion. Como F es una equivalencia entonces existe un funtor G : & — & tal que
1y = GF y 14 =~ F(G. Esto es lo mismo a tener transformaciones naturales

n:ly > GF, ¢:FG— 1gb.
Ahora, para cada B € £ se tiene que
eg: (FG)(B) — B

es un isomorfismo, pues € es un isomorfismo en la categoria [#, %]. Mas ain, esto implica que
F es esencialmente sobreyectivo en objetos, pues podemos tomar A = G(B) y asi F(A) = B.

Para probar que es fiel, tomemos f, f' € Homg(A, A’) tales que F(f) = F(f’), entonces ngo f =
GF f onyg porque el diagrama de naturalidad de n conmuta. Luego

naof=GFf ony=mnaof (1)

por el mismo argumento. Como 14/ es un isomorfismo, entonces es monomorfismo, de donde
obtenemos que f = f’.

Para probar que es pleno, tomamos cualquier h € Homg(F(A), F(A’)) y definimos una flecha
g:A— A como

g =1y oGhona, (2)
entonces se debe comprobar que F(g) = h. Para ello se observa que, como G es también una

equivalencia, ya sabemos que debe ser fiel, asi si probamos que GF(g) = G(h) tendremos los
requerido. En efecto, primero aplicando el funtor GF' en (2) tenemos que

GF(g) = GF(na)™! o GFG(h) o GF(na).



No es dificil probar usando la conmutatividad del diagrama natural de 1 obtener que

GFna = ngr(a)

GFna = ngrary,

luego
GF(g) = (ngra) " 0 GFG(h) o ngr(a)-

Ahora, aplicando la conmutatividad del diagrama natural de 7, a la flecha Gh : GF(A) —
GF(A’), se obtiene que
GFG(h) o NarA) = NGF(A") © G(h),

de donde

y podemos concluir.

Para la otra direccién, supongamos que F es fiel, pleno y esencialmente sobreyectivo en objetos.
Ahora, para cada B € ob(#) sabemos que

{A€ob(e/) : F(A) =~ B)

es no vacio, asi por el axioma de eleccion obtenemos una funcién G : ob(#) — ob(«/) la cual
cumple con que F'(G(B)) = B y ademds notamos a este isomorfismo como

eg: F(G(B)) — B
En cambio, para cada flecha g € Hom (B, B") consideramos ,de forma auxiliar, la flecha
eg ogoep: F(G(B)) — F(G(B)).
y como F es fiel y pleno, entonces existe un tnico f : G(B) — G(B’) tal que F(f) = eé,l 0goep.
A f lo llamaremos G(g). Asi hemos definido también G en las flechas, no es dificil ver que

esto en efecto determina un funtor. Es importante notar que, por la forma en la cual lo hemos
construido, G(g) es la tnica flecha que hace que el siguiente diagrama conmute.

F(G(B)) Y pa(By)

€EB €p/

/
B 7 B

Lo anterior muestra que €, definido por la familia {eg}peon(#), €s una transformaciéon natural

FoG - 1gy.

El hecho de que los €g sean isomorfismos, implica que € es un isomorfismo natural. Falta entonces
solamente encontrar un isomorfismo natural n : 1,, — GoF. Para ello, sea A € ob(«7) y notemos



que e;% A F (A) > (FoGoF)(A) es obviamente un isomorfismo. Ahora, como F es fiel y pleno,
existe una tUnica flecha, a la cual llamaremos

na:A— (GoF)(A)

tal que F(n4) = e;% A)° La flecha n4 debe ser un isomorfismo, para ello, notemos que existe una

tnica flecha h: (G o F)(A) — A tal que F(h) = (e;%A))_l = €p(4) Dero entonces

lpay = F(h)F(na) = F(hona)
como F es fiel entonces se tiene que hona = 14; de manera similar 94 o h = 1gp(a), por tanto
h=(na)~".

Como todos los n4 resultaron ser isomorfismos, para que 7, definida por la familia {74} 4 cob(),
sea un isomorfismo natural basta con ver la conmutatividad del diagrama natural

G(r(a)) SE9 Gpany)
n

fw Uy
A

/
7 A

Para ello, observemos que como € es isomorfismo natural, entonces e ! también lo es. Luego, el
siguiente diagrama es conmutativo.

) DY Gy

—1 —1
€r(a) €r(ar

F(A) ——— F(A)

Pero esta es precisamente la imagen, a través de F', del diagrama conmutativo requerido. Final-
mente, como F es fiel, concluimos. O



